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Prefacio

Dos modelos da fisica estatistica na rede a exibir transicao de fase, o modelo
de Percolagao é possivelmente o mais simples e um dos que mais bem exem-
plificam a rica e frutifera interrelacao que ha na area entre métodos da fisica
matematica, probabilidade e combinatéria.

Formulado em fins da década de 50 por Broadbent e Hammersley [1] como
um modelo de transporte de fluido em meio poroso, ele teve seus primeiros
resultados nao-triviais (sobre a existéncia de transigao de fase) provados por
estes autores. Harris [2] obteve resultados parciais sobre o ponto critico em
duas dimensoes no inicio dos anos 60. Mais tarde, ja em fins dos anos 70 e
inicio dos 80, Kesten [3] estabeleceu seu valor exato. Diversos outros resul-
tados importantes foram obtidos neste ultimo periodo, como os argumentos
independentes de Menshikov [4] e Aizenman e Barsky [5] para estabelecer
a unicidade do ponto critico e o resultado de Aizenman, Kesten e Newman
sobre a unicidade do aglomerado infinito [6].

Os fins dos anos 80 e inicio dos 90 marcam o ataque a um dos problemas
mais elusivos do modelo, a continuidade da densidade do aglomerado infinito
no ponto critico em mais do que duas dimensoes. Idéias de renormalizacao de
Barsky, Grimmett e Newman [7] produziram os resultados mais importantes a
respeito, ainda que incompletos (o problema original permanece em aberto!).

Estas notas representam tépicos apresentados pelo autor em cursos sobre
Percolagao na USP de Sao Carlos e Sao Paulo, na UFMG e no IMPA entre
janeiro de 1993 e fevereiro de 1994. Os pontos abordados sao basicamente os
delineados acima. As fontes sao o livro ja bastante aclamado Percolation de
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G.R. Grimmett [8], que serve de referéncia para tudo aqui e muito mais, e
também notas de aulas tomadas de C.M. Newman na NYU em 1990. Supée-
se um conhecimento de teoria da probabilidade a nivel de graduacao. Alguns
resultados mais avancados (mas cldssicos) desta teoria sao citados, para os
quais indicamos, por exemplo, Breiman [9] como referéncia.

Agradeco o coleguismo e amizade dos mentores dos cursos que mencionei,
Claudio Paiva, Gastao Braga e Maria Eulalia Vares. Agradecimentos especi-

ais a esta ultima pela iniciativa de sugerir e organizar a edi¢ao destas notas
junto ao IMPA /CNPq.
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Capitulo 1

Introducao

Percolacao é o fenomeno de transporte de um fluido através de um meio po-
roso. Por exemplo, 6leo ou gas através da rocha ou agua através de pd de
café. O meio é constituido de poros e canais microscopicos por onde passaria
o fluido. Numa situacao simples, cada canal pode estar aberto ou fechado a
passagem do fluido, dependendo de diversas caracteristicas que poderiam ser
resumidas num parametro. A distribuicao de canais abertos e fechados po-
deria ser descrita probabilisticamente. No caso mais simples, cada canal, in-
dependentemente dos demais, estd aberto com probabilidade p, o parametro
do modelo, e fechado com a probabilidade complementar. Vamos modelar o
meio microscopicamente pelo reticulado hipercibico d-dimensional, os sitios
do reticulado representando os poros e os elos representando os canais. Este,
o que chamaremos de modelo de percolagao de elos independentes (em Zd),
serd o objeto do nosso estudo. A questao béasica é a ocorréncia ou nao de
percolacao, isto é, a existéncia de um caminho infinito de elos abertos atra-
vessando o meio. A seguir, introduziremos o modelo em detalhe (na préxima
se¢do) e mostraremos (na segao seguinte) seu primeiro resultado nao-trivial,
aquele que estabelece a transicao de fase em duas ou mais dimensoes, isto
é, a existencia de um valor critico nao-trivial para o parametro p, abaixo do
qual o modelo nao exibe percolagao e acima do qual esta passa a ocorrer.

1.1 O Modelo

Considere a rede hiperciibica em d dimensées (Z%, IE?) (denotada por um
abuso de linguagem costumeiro por Zd), onde Z% é o conjunto de sitios da
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rede e IE = {(z,y) € Z*: ||x —y||, = 1} é 0 seu conjunto de elos (vizinhos
mais préximos).

A cada elo de IE? ser4 atribuido aleatoriamente o status aberto ou fechado
da seguinte maneira. Seja X = {X., e € IE’} uma familia de varidveis
aleatorias (v.a.’s) independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) com
distribuicao comum de Bernoulli com parametro p, isto é,

P(X.=1)=1-P,(X.=0)=p

para todo e € IE?, onde p é um ntimero real entre 0 e 1 e P, ¢ a probabilidade
associada a X (algumas vezes denotada P,4). A esperanga com respeito a
esta probabilidade sera denotado por E,.

Mais formalmente, o espaco amostral do modelo sera dado por 2 =
{0, 1}Ed. A o-dlgebra é a usual, denotada por &, gerada pelos eventos
cilindricos, isto é, aqueles que dependem de elos em subconjuntos finitos
de IE? apenas. A probabilidade P, ¢ a probabilidade produto em €2 atri-
buindo peso p a 1'se 1 —p a 0’s. X, é a projecao na coordenada e, isto
€,

Xe(w) = we

para todo w € ().

X, = 1 indica que o elo e esta aberto e X, = 0 indica que e esté fechado.

Um conjunto de elos de IEY, {e1,ea,...,e,}, n > 1, onde ¢; = (x4,;),
1 =1,2,...,n, serda dito um caminho se xy,xs, ..., x, forem distintos e y; =
Tit1, ¢ = 1,2,...,n — 1 (ndo hé loops). Um caminho sera dito aberto se
todos os seus elos estiverem abertos (isto é, se X, = 1, i = 1,2,...,n).
Diremos que dois sitios da rede, = e y, estdo conectados (notagado: = < y) se
existir um caminho aberto {e1, ey, ..., €,} com z; =z e y, = y. Vé-se que a
conectividade é uma relacao de equivaléncia e as classes de equivaléncia em
que se dividem os sitios chamaremos aglomerados (ou a expressao em inglés
clusters). Denotaremos por C, o aglomerado do sitio z e por C' o aglomerado
da origem, objeto basico de nosso estudo.

Estaremos interessados inicialmente em |C], o volume (ou cardinalidade)
do aglomerado da origem, mais precisamente em sua distribui¢ao (que, note-
se, é a mesma que a de |C,| para todo sitio x, pela invariancia por translagao
de P,). Especificamente, queremos saber se aglomerados infinitos podem
ocorrer (com probabilidade positiva).

Em dimensao 1, o problema ¢ trivial, pois, denotando por C_ e C os
sitios de C' a esquerda e a direita da origem, respectivamente, temos que |C_|



1.2. PRIMEIROS RESULTADOS 3

e |Cy] sdo v.a’s iid. com P,(|Cy| > k) = pF. Logo, ndo hé aglomerados
infinitos quase-certamente em dimensao 1 se p < 1. Restringiremo-nos pois
ad>2.

|C'| é uma v.a. que pode assumir os valores 1,2, ..., 00. Uma quantidade
de interesse sera

0(p) := B,(|C] = o0).

Podemos entao escrever

0p) = 1- 3 B(IC| = ).

k=1

Expressoes para P,(|C| = k) sao relativamente simples de calcular para
k pequeno, mas se tornam combinatorialmente crescentemente complicadas
para k crescente e nao ha uma forma explicita para k genérico. O estudo de
6(p) deve seguir uma outra abordagem.

Na préxima secao, provaremos o resultado principal deste capitulo, o
primeiro nao-trivial da teoria, aquele que estabelece a existéncia de transicao
de fase no modelo de percolagao em 2 ou mais dimensoes, como enunciado
em seguida.

Teorema 1.1.1 Parad > 2, existe um valor critico do parametro p, denomi-
nado p., no intervalo aberto (0,1) tal que

O(p) =0, se p<pe
O(p) >0, se p>pe

Resultados subseqiientes, de que nos ocuparemos em capitulos seguintes,
procuram caracterizar as diversas fases do modelo: a fase subcritica (p < p.),
a fase supercritica (p > p.) e a fase critica (p = pe).

1.2 Primeiros Resultados

Em auxilio a prova do Teorema 1.1.1, vamos discutir propriedades de mono-
tonicidade da fungao #(p). Para isto, construiremos um modelo probabilistico
em que os modelos de percolacao com os diversos valores de p possiveis estao
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acoplados. Esta construgao, a que chamaremos de modelo padrao, sera tutil
também em outros casos.

Seja Z := {Z.,e € IE?} uma familia de v.a.’s i.i.d. com distribuicio
comum uniforme em [0, 1]. P denotard a probabilidade neste modelo.

Um elo e da rede sera dito p-aberto se

e <p

e p-fechado caso contrario. Podemos entao construir o modelo de percolacao
com parametro p usando elos p-abertos e p-fechados deste modelo, da mesma
forma como na secao anterior.

Lema 1.2.1 0(p) € nao-decrescente em p.

Prova
Seja C), o aglomerado da origem no modelo acima (com a conectividade
através de elos p-abertos). Temos que

0(p) = P(|Cy| = o0).
Por outro lado,
Cp, C Oy

quando p < p’, pois neste caso um elo p-aberto estd necessariamente p'-
aberto. Concluimos que

0(p) = P(ICy| = 00) < P(|Cp| = 00) = 0(p). A

Para o préximo resultado, monotonicidade na dimensao, notemos que
podemos construir o modelo de percolacao em d dimensoes num hiperplano
d-dimensional da rede d + 1-dimensional contendo a origem, declarando fe-
chados os elos ligando o hiperplano ao restante do espaco e usando X’ para os
demais elos. Denotando por Co aglomerado da origem neste modelo, temos
claramente que C' C C e logo

0(p) := 0(p,d) = Ppas1(|C] = 00) < P, a1 (|C] = 00) = O(p,d + 1).

Isto prova o seguinte.
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Lema 1.2.2 6(p,d) € ndo-decrescente em d.

Pelos dois lemas acima, torna-se suficiente, para provarmos o Teorema
1.1.1, mostrarmos os seguintes resultados.

Proposicao 1.2.1 Para d > 2 e p suficientemente prozimo de 0
0(p) = 0.

Proposicao 1.2.2 Para d = 2 e p suficientemente proximo de 1
6(p) > 0.

Como veremos nas demonstragoes destes resultados, abaixo, é suficiente
no primeiro tomarmos p < 1/(2d — 1) e no segundo p > 2/3.

Prova da Proposigao 1.2.1
E suficiente mostrar que Y, := E,|C| < 0o para p préximo de 0.
Podemos escrever
|O| = Z I{O«—mc}a

zeZ?
onde Iy, é a funcao indicadora, isto ¢,

I (w)—{l’ sewe A
A0, caso contrério,
e logo
Xp= Y P,(0 < x). (1.2.1)
zeZ?

Podemos reescrever a probabilidade acima como P,(U,{~ estd aberto}), onde
a unido é sobre caminhos conectando 0 a z. Temos entao de (1.2.1) e a
subaditividade que

Xp < D > Py(7estd aberto),

zeZd Y

onde a segunda soma é sobre os caminhos vy conectando 0 a x. A dupla soma
pode ser entao reordenada em

> ) P,(yestd aberto),

n2>0 |y|=n
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onde a segunda soma € sobre os caminhos v partindo da origem e de compri-
mento n (isto é, caminhos v = {ey,...,e,} em que ; = 0). A probabilidade
acima vale p" independentemente de ~. Portanto temos que

Yo=Y olmp" (122)

n>0

onde o(n) denota o nimero de caminhos partindo da origem e de compri-
mento n.

Um argumento combinatorio simples revela que, para n > 1,
o(n) <2d(2d —1)"1.

De fato, o primeiro passo do caminho tem 2d possiveis sitios de destino,
enquanto que a partir do segundo até o final, cada passo tem no mdximo
2d — 1 possiveis sitios de destino (devido a auséncia de loops). Temos

Xp < D 2dpl(2d — 1)p]" ' + 1

n>1

e para a série ser convergente, basta termos p < 1/(2d —1). A

Prova da Proposicao 1.2.2 Consideremos a rede bidimensional dual de
Z?,

Z: =77+ (1/2,1)2).
Z* é um deslocamento de Z? por 1/2 unidade em cada direcio coordenada.

Volumes finitos superpostos de Z? e Z?2 sao ilustrados abaixo, o de Z? em
linhas cheias, linhas tracejadas para Z>.
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1= - - == aT-T-T-T-0 = 'I________I
| | | |
| | | |
| | | |
T T T |
| | | |
| | | |
| | | |
r--r-r—-———r-—~"rr~-T~~"r-——7§~77
|
| | | |
| | | |
| | | |
T T T |
| | | |
| | |
| IO* | :
|
|
|
|
|
|
|

r———f~ " ®-—--fF~---p~-~——F~~~-
|
|
|
T
|
|
|

Notemos que ha uma relacdo 1 a 1 entre os sitios e elos de Z* e aqueles
de Z?2. Seja a relacdo (1 a 1) e — e, entre elos de Z* e Z?* que associa a
cada elo da primeira rede o elo secante da rede dual, como na figura a seguir.

Definiremos um modelo de percolacio em Z? induzido pelo modelo em
Z? declarando e, aberto ou fechado conforme e esteja aberto ou fechado,
respectivamente.

No que se segue, um circuito serd um caminho {ej,es, ..., e,} tal que
Yn = T, isto é, um caminho que se fecha sobre si mesmo.

A ocorréncia de um aglomerado da origem finito em Z? estd associada
a existéncia de um circuito fechado (isto é, um circuito de elos fechados)
na rede dual ao redor da origem. Isto se deve ao fato de que se o aglome-
rado da origem for finito, os elos da fronteira do aglomerado (isto é, elos
ligando sitios do aglomerado a sitios fora do aglomerado), obviamente fecha-
dos, estao sempre dispostos de tal forma que os elos correspondentes do dual
formam um circuito, que sera entao fechado. A figura a seguir ilustra este
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fato geométrico elementar, bastante intuitivo (o aglomerado da origem apa-
rece em linhas cheias, sua fronteira em linhas pontilhadas e o circuito no dual
em linhas tracejadas) e, como a prova é longa e tediosa (vide [10] pagina 386
e a Proposicao 5.1 na pagina 45 destas notas), ndo a apresentaremos neste
texto.

Seguimos com a demonstracao da Proposicao 1.2.2.

Vamos mostrar que a probabilidade de o aglomerado da origem ser finito
é estritamente menor do que 1 para p suficientemente préximo de 1. Para
isto, em vista do fato geométrico acima, bastara argumentar que a proba-
bilidade de haver algum circuito fechado na rede dual ao redor da origem é
estritamente menor do que 1 para p suficientemente proximo de 1. O argu-
mento é semelhante ao argumento de Peierls para demonstrar a ocorréncia
de magnetizacao no modelo de Ising.

P,(h& um circuito fechado na rede dual ao redor da origem)
< Z P, (v esté fechado),
5

onde a soma ¢ sobre todos os circuitos 7 ao redor da origem. Ela pode ser
reordenada da seguinte maneira

> Y P,(yesté fechado),

n>4 |yl=n
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onde a segunda soma é sobre circuitos v ao redor da origem de comprimento
n.

Estéa claro que a probabilidade no interior das somas depende apenas de
n e vale (1 — p)". Portanto, a expressao acima fica

> Am)A=p),

n>4

onde A(n) denota o nimero de circuitos na rede dual ao redor da origem de
comprimento n.

O seguinte argumento produz uma cota superior util para A(n). Qualquer
circuito de comprimento n da rede dual ao redor da origem deve cruzar um elo
da rede original da forma ((0, k), (0, k + 1)), para algum —n/2 < k < n/2.
A partir deste elo secante, cada um dos n — 1 elos subseqiientes pode ser
colocado de no méximo 3 maneiras diferentes. Por isto

A(n) < n3™ 1

Substituindo na soma acima, temos

n
> 2B - p),

n>4
que é uma fungao continua e decrescente em p quando p > 2/3, anulando-
se quando p = 1. Segue-se que existe pp < 1 tal que a expressao acima é
estritamente menor do que 1 para p > py. A

Uma melhoria do argumento acima que mostra que a probabilidade de o
aglomerado da origem ser infinito (6(p)) é estritamente positiva para p > 2/3
¢é o seguinte.

Denotemos por @Qy; o quadrado centrado na origem e de lado 2M + 1.
Seja Ay o evento que todos os elos de Q) estejam abertos e Bys o evento
de haver um circuito fechado na rede dual completamente fora de Q.

Repetindo o argumento da demonstragao acima, temos

Po(Bu) < 3, SBA-p)"

n>8M+4

n

3

Dado p > 2/3, esta expressao pode ser tornada estritamente menor do que 1
escolhendo-se M suficientemente grande, digamos M. Portanto

P,(BS;,) > 0. (1.2.3)
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Agora, na intersecgao dos eventos Ay, e Bj , o aglomerado da origem
¢ infinito. Além disso, Ay, e Bj;, sao independentes, pois dependem de
conjuntos disjuntos de elos. Logo, de (1.2.3) concluimos que

9(]?) > PP(AMO N BJCMO> - PP(AMO)PP(B]CWO) > O’
pois P,(Ap,) > 0 (ainda que préximo de 0). O argumento estéd completo.

A probabilidade critica p. depende da dimensao e podemos denoté-la
pe(d). As proposi¢oes acima mostram que

1
< d) <

[GVIN )

Kesten [11] mostrou que
1
c d) ~ —
pe(d) ~ o

para dimensoes grandes.

O Teorema 1.1.1 nao diz nada sobre o que acontece em p = p.. Como
veremos no Capitulo 4, 6(p) é uma fungao continua, exceto possivelmente em
p = pe. Se O(p.) = 0, entdao 0(p) serd continua e seu grafico se parecera com
o da figura a esquerda a seguir. Caso contrario, o grafico sera mais parecido
com o da figura a direita.

0(p) 0(p)

1+ 1+

S
S
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Qual caso vale é uma questao em aberto para d genérico, mas se acredita
que 0(p) seja continua. Isto estd de fato provado em 2 dimensoes e em di-
mensoes grandes. Veremos o caso bidimensional no Capitulo 5 e discutiremos
um método de ataque ao problema em mais dimensoes no Capitulo 6.
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Capitulo 2

Ferramentas uteils

Este capitulo sera dedicado a apresentacao de alguns resultados auxiliares a
serem utilizados nos capitulos subseqiientes. Todos dizem respeito a funcoes
e eventos crescentes, que passamos a definir.

Para isto, introduzimos a ordem parcial em €2

w< W & w <w paratodo e € IE”.

Uma variavel aleatéria X ¢ dita crescente se for crescente na ordem parcial
acima, isto é,
X (w) < X (') sempre que w < w'.

Um evento A € &£ é dito crescente se I4, a funcao indicadora de A, for
crescente.

Em palavras, um evento A é crescente sempre que para cada configuracao
de elos abertos em que A ocorre, ao abrirmos mais elos nesta configuragao, A
continua ocorrendo. Exemplos comuns sao os eventos {x <> y} em que dois
sitios da rede estao conectados por um caminho de elos abertos e {|C| = oo}
em que o aglomerado da origem ¢ infinito.

2.1 Desigualdade de FKG

Eventos e, mais geralmente, varidveis aleatérias crescentes do modelo de
percolacao tém a propriedade de serem positivamente correlacionadas.

13
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Teorema 2.1.1 (Desigualdade de FKG) Sejam Z eY duas varidveis a-
leatorias crescentes e limitadas em ). Entao

E,(ZY) > E,(Z)E,(Y). (2.1.1)

Prova do Teorema 2.1.1

Vamos supor inicialmente que Z e Y sejam cilindricas, isto é, dependam
apenas de um conjunto finito de elos {ey, es, ..., e, }. Provaremos o teorema
neste caso por inducao em n.

Paran =1, Z = f(X,,) e Y = g(X,,), onde f e g sdo crescentes. Seja
Y’ uma cépia independente de X, (isto é, Y’ e X,, s@o i.i.d.). Entao

[f (Xey) = FOY)][g(Xey) — 9(Y')] = 0,

pelo fato de f e g serem crescentes. Portanto

Ep{[f(Xey) = fF(Y)]lg(Xe,) —g(Y)]} 2 0.

Expandindo o termo a esquerda, temos

Ep[f(Xe1)g(X61>] + Ep[f<yl)g(yl>]
> B [f(X)g(Y)] + E,lf(Y)g(X.)]. (2.1.2)

Pela independéncia entre X,, e Y, a expressao a direita fica

Ep[f (Xe)Eplg(Y)] + Ep[f (Y] Eplg(Xe,)].

Como X, e Y’ tém a mesma distribuigao, a desigualdade (2.1.2) fica

Ep[f(X61)g(Xe1)] + Ep[f(X61)g(Xe1)]
> Eplf(Xe)]Eplg(Xe))] + Eplf (Xe ) Eplg(Xey )],

isto é
2Ep[f(X€1)g(X€1)] 2 QEP[f(Xel)]EP[g(XQ)]

e o resultado esta provado para n = 1.
Supondo-o valido para n = k, seja n = k + 1. Entao
Z=f(Xep, ., Xy Xeyy) € Y =9g(Xe,..., X, X

ek s “Xep ek+1)7
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com f e g crescentes.
Agora

EN(2Y) = Ep|[f(Xer s Xep Xy )9(Xeys -, Koy, Xo )]
= B {E, [f(Xeps - Xeps Xep )Xy, - Xy Xep )Xo |-

Na esperanca condicional acima, X, estd fixo e portanto f e g podem ser
vistas como funcoes de X, , ..., X, e a hipdtese de indugao pode ser aplicada
para dar que a ultima expressao acima ¢ maior ou igual a

Ep By [F(Xer o Xep X)X e | By [9(Xers - Xeps Xeg )Xo ] |-

Agora é claro que as esperancas condicionais acima sao funcoes crescentes de
Xe,,,- Novo uso da hipétese de indugao produz o resultado para n =k + 1,
completando o passo de indugao.

Para completar a demonstracao, consideremos Z e Y nao necessariamente
cilindricas. Seja ey, es, ... uma enumeracio de IE¢. Pelo Teorema da Con-
vergéncia de Martingais (veja [9]),

Z: hm Ep [Z|X€1,...,Xen]

n—oo

e de maneira semelhante para Y. Pelo passo anterior, a desigualdade de FKG
vale quando Z e Y sao substituidos por

E,[Z|X.,,.... X.,] e E,[Y|Xe,....X.].

Uma passagem ao limite em n e o Teorema da Convergéncia Dominada nos
dao o resultado geral. A

Corolario 2.1.1 Se A e B forem eventos crescentes, entao
P,(ANB) > P,(A)P,(B). (2.1.3)
Prova

Basta aplicar o Teorema 2.1.1 com Z =I,eY =1 A

Observamos que a desigualdade em (2.1.3) é equivalente a

B,(A[B) = Py(A),
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o que nos diz que a ocorréncia de um evento crescente aumenta a probabili-
dade de ocorréncia de um outro evento crescente.

O Teorema 2.1.1 vale também para duas v.a.’s decrescentes (na ordem
parcial), pois a desigualdade nao muda se substituirmos Z e Y respectiva-
mente por —Z e —Y, que sao crescentes. Segue que o Corolario 2.1.1 vale
também para dois eventos decrescentes.

As desigualdades acima foram primeiro provadas por Harris [2] e posteri-
ormente generalizadas para outros modelos por Fortuin, Kasteleyn e Ginibre
[12], cujas iniciais batizaram-nas.

2.2 Desigualdade de BK

A préxima desigualdade que discutiremos vai no sentido contrario da desi-
gualdade de FKG e envolve uma interseccao restrita de eventos crescentes.

Dados dois eventos crescentes A e B de £, dizemos que A e B ocorrem
disjuntamente (para um dado w) se existirem dois caminhos abertos (de elos)
disjuntos (em w) tais que o primeiro garante a ocorréncia de A e o segundo
garante a ocorréncia de B. Denotamos por Ao B a ocorréncia disjunta de A
e B.

Por exemplo, no evento {x < y} o {u <> v} hd dois caminhos abertos
disjuntos, um ligando os sitios = e y e outro ligando os sitios u e v.

Teorema 2.2.1 (Desigualdade de BK) Sejam A e B dois eventos cres-
centes de £ dependendo apenas de um conjunto finito de elos. Entao

Pp(A © B) < Pp(A)Pp(B)-

O nome da desigualdade é referéncia a seus descobridores van den Berg
e Kesten [13]. A restri¢cdo a eventos que dependem apenas de um conjunto
finito de elos deve-se a razoes técnicas, a extensao pode ser feita para outros
casos de interesse. Para uma discussao mais completa com a demonstracao do
resultado, veja [8] pagina 29. Discutiremos abaixo a idéia da prova, usando
os eventos do exemplo acima, mas restritos a uma sub-rede finita de Z¢ (por
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exemplo, o quadrado @)y, do capitulo anterior, para algum M), do contrario
eles dependerao de um conjunto infinito de elos.

Notemos para comecar que dada a ocorréncia de {u < v}, temos in-
formacao sobre elos abertos, que nao podem ser usados na ocorréncia disjunta
de {z < y}. Isto torna plausivel a desigualdade

Py({z < ytofu = vtlu = v) < Pz < y).

A idéia da prova é a seguinte. Seja G uma sub-rede finita de Z? e e
um elo de G. Substituamos e por dois elos paralelos ¢’ e €’ abertos com
probabilidade p e fechados com probabilidade 1 — p independentemente um
do outro. Considera-se a ocorréncia disjunta de {z < y} e {u < v} nesta
nova rede, mas com o primeiro evento evitando €¢” e o segundo evento evitando
¢’. Observa-se que esta operacao nao pode diminuir a probabilidade original.
Continua-se indutivamente substitindo-se os elos f de G por elos paralelos e
independentes f’ e f” e considerando-se a ocorréncia disjunta de {z < y} e
{u < v} na nova rede, a ocorréncia do primeiro sem usar elos " e a do segundo
sem usar elos ’. A operacao nao diminui a probabilidade do passo anterior.
Ao término, esgotados todos os elos de G, temos duas copias independentes
desta rede, uma na qual perguntamos pela ocorréncia de {z < y}, na outra
perguntamos pela ocorréncia de {u < v}, eventos portanto independentes.
A probabilidade final é entao o produto das probabilidades dos eventos e a
cadeia de desigualdades levando a probabilidade de ocorréncia disjunta dos
eventos em G nos da o resultado.

Definicao 2.2.1 A probabilidade de que dois sitios x ey estejam conectados
por um caminho aberto,

Pp(x =y),

chamamos funcao de conectividade (entre x e y), com a notagdo 7,(x,y).

2.3 Formula de Russo

O préximo resultado é uma férmula para a derivada em p da probabilidade
de um evento crescente. Para obté-la, usaremos a construcao acoplada do
modelo de percolagao usando a familia de variaveis uniformes Z vista no
capitulo anterior (o modelo padrao).
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Consideramos entao, para uma dada configuracao das variaveis em Z, a
configuracao de elos p-abertos wy, isto é, (wy(€)).cpe tal que

1, seZ.<p
wple) = {O, caso contrario

para todo e € IE?.
Seja A um evento crescente que depende de um conjunto finito de elos G
de IE? e considere

Pyris(A) — Py(A) = P(w, & A,wyys € A). (2.3.1)

Se A é crescente, w, ¢ A e w,i5 € A, entao hé elos e tais que wy(e) =0
mas wpis(e) =1, isto é, p < Z. < p+ 4. Denote por N, 5 o conjunto de tais
elos. A probabilidade de que |N, 5| > 2 é o(d). Por outro lado, se w, ¢ A,
wprs € Ae |N,s| =1, entdo o (estado do) elo e em questao deve ser essencial
em w, para (a ocorréncia ou nao de) A no sentido de que w, ¢ A, mas w, € A,
onde w; é a configuragao obtida de wj, trocando o status do elo e de 0 para
1. A dltima probabilidade em (2.3.1) fica, entdo,

]P(wp ¢ A,wp+5 € A, |N 75| = 1) + 0(5)
A probabilidade acima pode ser escrita como

> Plw, ¢ A,wpis € A, N5 = {e}).

eeg

O evento dentro da probabilidade na soma é equivalente ao evento
{e é essencial em w, para A,p < Z, < p+ 4, N, ;s = {e}}.
Aquela probabilidade pode ser escrita, entao, como

Ple ¢ essencial em w, para A,p < Z, < p + 0] (2.3.2)
— PP[e é essencial em w, para A,p < Z, < p+ 0,N, 5 # {e}]. (2.3.3)

A probabilidade em (2.3.3) é limitada superiormente por
P(|Nps| 2 2) = o(d).

Observemos agora que o evento {e é essencial em w, para A} ndo depende
de e. Logo, a probabilidade em (2.3.2) fatora.
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Combinando os argumentos acima, temos

P,i5(A) — P,(A) = > P(e é essencial em w, para A)P(p < Z. < p+ ) + o(d)

e

= 6> P(e é essencial em w, para A) + o(d)
= JE(N(A))+ 0(9),

onde N(A) denota o nimero de elos essenciais em w, para A (e E é a espe-
ranca com respeito a P).

Modificando um pouco a terminologia, e voltando ao modelo com as
variaveis de Bernoulli, dado um evento qualquer A € £ e uma configuragao
w € Q, definimos um elo e como pivotal para A (mais precisamente, para
(A,w)) se, denotando por w’ a configuragao idéntica a w em todos os elos
com excecao de e, em que w e w’ sdo diferentes, uma das duas coisas acon-

tece: ou
weA e JgA

ou

wgA e WeA

Seja N(A) o numero de elos pivotais para A. O argumento acima prova
o seguinte.

Teorema 2.3.1 Férmula de Russo [14]
Se A for um evento crescente dependendo de um conjunto finito de elos,
entao

d
1y Pr(A) = By(N(A). (2.3.4)

A equagao (2.3.4) também pode ser escrita
d
d—Pp(A) =Y P,(e é pivotal para A).
p e

O uso que se fara da férmula de Russo parte da observacao de que o
evento {e é pivotal para A} é independente do elo e e portanto independente
do evento {e estd aberto}, para deduzir que

1
P,(e é pivotal para A) = —P,(e estd aberto e é pivotal para A).
p
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Logo, se A for crescente, aplicando a férmula de Russo temos

1
CZ)PP(A) = Z;Z P,(e esta aberto e ¢ pivotal para A)  (2.3.5)

1 .

= ];Z P,(AN{e é pivotal para A}) (2.3.6)

— LS P (A)P,(e 6 pivotal para A]4) (2.3.7)
P
1

= BEP(N(A)M)PP(A). (2.3.8)

Dividindo a primeira e ultima expressoes por F,(A) e integrando em
[P1,p2] (0 < p1 < pp < 1), chegamos a

Pat) = Payew ([ TEN AL 39

A identidade acima serd aplicada no préximo capitulo.



Capitulo 3

Fase Subcritica: Decaimento
Exponencial

Poderiamos definir outros pontos criticos no modelo de percolacao. Por exem-
plo, lembrando que x, ¢ o valor esperado do volume do aglomerado aberto
da origem, seja

p=sup{p: x, < oo} (3.1)

A prova da Proposicao 1.2.1 mostra que p estd bem definido e é positivo. E
claro que p < p. (pois se 0(p) = B,(|C| = 00) > 0) entdo y, = 00).

Neste capitulo, veremos que p = p., eliminando a existéncia de uma fase
intermedidria (p,p.) e estabelecendo a assim chamada unicidade do ponto
critico.

Este resultado foi provado independentemente por Menshikov [4] e Aizen-
man e Barsky [5] por argumentos diferentes (para d geral; em 2 dimensoes
foi provado por Kesten [3] como conseqiiéncia de que, neste caso, p. = 1/2).
Mostraremos a seguir o argumento de Menshikov (com uma melhoria de
Kesten, nao publicada).

Sejam S, a esfera L em Z? de raio n com centro na origem, isto é

S, ={xecZ: ||z||, <n}

e A, o evento de que existe um caminho aberto da origem a fronteira de .S,,.

Teorema 3.1 (Menshikov) Se p < p., entdo para algum 1, > 0

P,(A,) < e %"  para todo n. (3.2)

21
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Corolario 3.1 x, < oo se p < p..

Observacao 3.1 Na fase supercritica x, = 00, obviamente. Prova-se tam-
bém [8] que

lim ,, = oc.
pIpe

Prova do Corolario 3.1.
O Teorema 3.1 estabelece o decaimento exponencial da distribuicao do
raio de C. De (3.2) concluimos que

P (IC] = n) < e, (3.3)
com 7y, > 0. Logo,

XpZZPp(|C|Zn)<OO- A

n>1

Observacao 3.2 (3.3) estabelece decaimento subexponencial da distribuicdo
de |C|. Com um pouco mais de trabalho, mostra-se o decaimento exponencial
desta distribuicao (vide [8]).

A prova do Teorema 3.1 sera apresentada em uma introdugao mais trés
partes.

Introducao
Defina

gp(n) = Fp(Ay). (3.4)
Note que g,(n) | (p) quando n T oo. Logo, se p < p., existe p’ satisfa-
zendo p < p’ < p. e portanto

lim g,(n) = 0(p') = 0.

n—oo

O problema ¢é mostrar que para algum p’, se lim,_. gy (n) = 0 entdo para

p<p
gp(n) < e v,
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Queremos limitar g,(n) superiormente em termos de g, (n) e mais alguma
coisa (é preciso melhorar a cota trivial g,(n) < gy (n)).

Parte 1
Como ja vimos no Capitulo 2, Secao 3, a férmula de Russo produz a
seguinte desigualdade para 0 < a < 3 < 1.

B
() < sy (= [ B0 AD), (35)
onde N(A,) é o nimero de elos pivotais para o evento A,.

Parte 2

Para um dado (3, seja M o raio (aleatdrio) do aglomerado aberto da origem
(isto é, max,cc ||x||1 ou, equivalentemente, max{k : Ay ocorre}). Note que
se O(p) > 0, entdo M = oo com probabilidade positiva e se 6(p) = 0 entao
M é uma variavel aleatéria finita com valores inteiros.

Sejam M, My, ... varidveis aleatérias independentes com a mesma dis-
tribuicao de M. Mostraremos mais adiante que

P,(N(A,) > k|A,) > P(1+ M) + ...+ (1 4+ M) <n), (3.6)

para todo k£ > 0, o que relaciona N(A,,) (condicionado a A,) a um processo
de renovagao. Usando métodos usuais em tais processos, conclui-se que

hE

Ep(N(An)|An) = > Pp(N(4,) = k[A,)

>
Il
MR

WY
hE

P((1+ M)+ ...+ (1+ M) <n)

b
Il
—_

n n

E0+MAn) — Siog,0)

v

—1 0 (37)

Parte 3
Combinam-se as partes 1 e 2 para obter para 0 < a < < 1:

n

ga(n) < gg(n)exp [(B—a) — (B8 — Oé)m
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€2 €1

Figura 3.1: Figura do aglomerado da origem em S;. Ha exatamente 4 elos
pivotais para A; nesta configuracao, denotados €1, e, €3 € e4.

Da desigualdade acima, concluiremos que

n

Zgg(i) < 00, (3.9)

do que segue o teorema.
Em seguida apresentaremos as partes 2 e 3 em detalhes.

Parte 2

Sejam {ey, e, ..., e, } os elos pivotais abertos para A, na ordem com que
sao atingidos por um caminho aberto da origem até 9.S,,. (Note que a ordem
é a mesma para qualquer tal caminho devido a pivotalidade.) Escreva e;
como (z;,y;) (Na "ordem correta”. Veja a Figura 3.1.).

Os elos do aglomerado da origem entre os elos pivotais sucessivos formam
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salsichas. O aglomerado da origem em S,, pode ser visto entao como como
salsichas de elos conectadas por elos pivotais.

Sejam
pr = |zl
p2 = |lyr — z2l1
Pn = Y1 —znll1-

Os p;’s representam os raios das salsichas sucessivas.
Entao N(A,) > k se

(m+1)+(p2+1)+...+ (o +1)<m,

ou seja,
pr+ ... +pr<n—k.

Logo,
Pp(N(An) > k’An) > Pp(Pl+---+pk Sn—k’An). (3-10)

Queremos mostrar que
P(pr+...+pe <n—klA,) > P,(My+ ...+ M, <n—k), (3.11)

para todo n e k, onde M, Ms, ... sao variaveis aleatorias independentes com
distribuigao comum igual aquela do raio do aglomerado da origem (vamos
denotar esta ultima v.a. por M).

Para obter a ultima desigualdade, seria bom se bastasse provar desigual-
dades envolvendo probabilidades condicionais do tipo

Bylpe <rilpr =711, pro1 = re-1, An) > P(My, < 1p), (3.12)

paratodon, keri+...+r, <n—k.
O préximo lema mostra que este é o caso.

Lema 3.1 A desigualdade (5.12) implica a desigualdade (3.11)

Portanto é suficiente provar o seguinte.
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Lema 3.2 A desigualdade (3.12) é vdlida.

Antes de provarmos os lemas acima, vejamos porque (3.11) implica no
resultado da parte 2.
De (3.10) e (3.11), temos

P,(N(A,) > k|A,) > P(L+ M) + ...+ (1 4+ M) <n). (3.13)
Consideremos M/, M}, ... v.a.’s independentes com a mesma distribuigao

de M' =1+ M An. Temos

P (N(A,) > k|A,) > P(M] + ...+ M. < n).

Agora usamos um pouco da teoria da renovacgao elementar. Considere um
processo de renovagao com ”tempos de vida” M7, M, ... (e portanto instantes
de renovagao My, M|+ M}, ..., M|+ ...+ M,,...)

Defina a v.a. K como 1 mais o nimero de renovagoes até o instante n,
isto é,

K =min{k : M] + ...+ M, > n}.

Temos entao
P(M,+...+M,<n)=P(K>k+1)=P(K—1>k).
Somando sobre k > 1:
E,(N(An)|A,) > E(K —1)=FE(K) - 1.
Para obter uma cota inferior para E(K) usamos a Identidade de Wald [9],

que diz que
E(M{+ ...+ My) = E(K)E(M).

Como, claramente, M| + ...+ M} > n+ 1 > n, temos imediatamente que

B(K)—1> E(TX/[’) 1,

como queriamos.
Vamos agora as demonstracoes dos lemas.
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Prova do Lema 3.1

Popy+ ..+ pp <n— kA
k—1
= pr<pk S n—=k— Zri’pl =Ty Pl—1 = kalaAn)

Ty Th—1 i=1

X Pp(pr =71, pr—1 = 11| An)
k—1

> ZPp(Mk Sn—k‘—zri)Pp(Pl =711, Ph1 = Th-1|An)
1

Ty k— =1

= Py(pr+ ...+ pr—1+ My <n—Ek|Ay)
k

= Z Pp(ﬂk—lSn—k’—ZMPl:Tl,---,Pk—z:Tk—z,

Tl Tk—2,Tk i=1i#k—1
My =11, An)Pp(p1 =11, ..., Pr—2 = Th—2, M}, = 1| Ay,)
k

Z ZPp(Mk—lgn_k_Zri)

Tl Tk—2,Tk i=1i#k—1
X Py(pr =11, ..., po—2 = T2, My = 11| Ay)
= P(p+. ...+ pp—2+ M1+ M, <n—klA,)

> Py(My+ ...+ M, <n—k),

as desigualdades acima todas seguindo de (3.12).

Prova do Lema 3.2
Queremos provar que

Pp(pk < Tk\ﬂl =T s Pr—1 = kalaAn) = Pp(M < Tk) (3-14)

quando 7 + ... + rp < n — k. Isto é equivalente a (denotando o evento
{pr="r1,...,pr—1 = 111} POr B)

Pp(pk’ >7’k,B,An) EPP(M>Tk)Pp(B,An) (315)
Note que {M > r;} = A, 1. Para k =1 a desigualdade se torna
Pp(pl > 11, Ay) < Pp(An—I—l)Pp(An) (3.16)

parar; <n — 1.
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Figura 3.2: Os elos pivotais sao e; = (z;,y;) para ¢ = 1,2,3,4. Note que
r3 = Yo nesta configuracao. A linha tracejada é a superficie 95, de S,,.
Note os caminhos disjuntos da origem a 0.5,,.
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No evento em que {p; > r;}, a origem estd conectada por dois caminhos
disjuntos a z; e x; estd a distancia pelo menos m + 1 da origem (veja a
Figura 3.2).

No evento {p; > r1} N A,, ha dois caminhos disjuntos, um de O a 95,, 1
e outro de O a 0S,,. Portanto,

{pp>rm}NA, CA, 104,

e a desigualdade de BK produz a desigualdade (3.16).
Para k > 1, escreva

B=|JBr,
r
uniao disjunta sobre configuragoes (detalhadas) das salsichas até y,_;. Entao

Py(B, An) = 3 By(An|Br) By(Br) (3.17)

P,(pr > i, B, Ay) = zr: P,(pr > i, An|Br)P,(Br). (3.18)
Logo é suficiente mostrar para cada I
P,(pr > i, An|Br) < Py(As,+1)P,(A,|Br). (3.19)
Mas a probabilidade a esquerda é menor ou igual a

P,(ha caminhos disjuntos abertos de y_1 a 0S(yg—1,7% + 1) e de yp_1

a 05, que nao usam elos dos fechos das salsichas anteriores),

onde S(yx_1,7r + 1) é a esfera de centro em y;_; e raio ry + 1.

Como no caso k = 1, da desigualdade de BK, desta vez aplicada subs-
tituindo IE¢ por IE?\(elos dos fechos das salsichas anteriores), segue que a
probabilidade acima ¢ menor ou igual a

P,(yk—1 <> 0S(yk—1,7x + 1) sem usar elos anteriores)

X P,(yr—1 <> 0S,, sem usar elos anteriores).
A dltima probabilidade ¢ igual a P,(A,|Br). A primeira é menor ou igual a

P,(yp—1 < 0S(Yk—1,7% + 1))
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que, pela invariancia translacional do modelo, é igual a Py(A,,11). A

A conclusao de que (3.9), e portanto o Teorema 3.1, segue de (3.8) se da
através do proximo lema, um resultado puramente analitico, cuja prova sera
apresentada no apéndice a estas notas.

Lema 3.3 Para p < p,, existe uma constante 0(p) tal que

gp(n) < 6(p)n~""2. (3.20)

Prova do Teorema 3.1 De (3.20), temos que

igp(i) < A(p)n'”, (3.21)

1=0

para algum A(p).
Substituindo (3.21) em (3.8), obtemos

ga(n) < gs(n)exp {(ﬁ —a)—c(f— oz)nl/z} : (3.22)
onde ¢ é uma constante positiva, o que implica (3.9). A
E uma conseqiiéncia imediata do Teorema 3.1 o decaimento exponencial

da funcgao de conectividade.

Corolario 3.2
T,(x,y) < e’%“x’ynl, (3.23)

com ¢, > 0 para p < p..
(Verifique!)

Em seguida apresentamos outro corolario ao Teorema 3.1 estabelecendo
a suavidade de , na fase subcritica.

Corolario 3.3 x, ¢ k vezes diferencidvel em p < p. para todo k > 1.



DECAIMENTO EXPONENCIAL 31

Prova.
Como p < p., podemos escrever x, como

= > nB(IC] = n). (3:24)

n=1

A ultima probabilidade pode ser expressa como

By(|C]=n) = Zanmbp (1-p), (3.25)

onde ay,,, € o numero de animais de rede com n sitios, m elos e b elos de
fronteira. Por animal de rede denotamos conjuntos conexos de sitios da rede
contendo a origem.

Para n fixo, sdo validas as seguintes cotas para m e b (verifique-as!)

n—1<m<dn e b<2dn. (3.26)

Estas produzem a seguinte cota para -, , Gnmb

1 Z Zanmbpm(l - p)b 2 Zanmbpdn(l _p)an

m,b s
= (p(1=p))"™ > anms,
m,b

do que temos

> oy < (p(1 = p)*) ™" < T (3.27)

Voltando a (3.25), temos

dn  2dn

=3 > > napmp™(1-p)". (3.28)

n m=n—1b=1

Vamos dividir o argumento em dois. Para p = 0, provaremos o fato mais
forte de que x, ¢ analitica (isto é, pode ser escrita como série de poténcias
convergente de p, o que implica em suavidade). Em seguida, provaremos
suavidade para 0 < p < pe.

Estendendo y, formalmente ao plano complexo a partir de (3.28), temos

dn  2dn

=3 Y S nagmr™(1 - 2) (3.29)

n m=n—1b=1
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Para provarmos analiticidade de y, na origem, basta mostrarmos (pelo
Teorema de Vitali), que a série acima é uniformemente convergente numa
regiao do plano complexo contendo a origem.

De (3.27) temos

dn  2dn dn  2dn

> nagmr™(1 — z)° > |z (1 + |2])"

m=n—1b=1 m=n—1b=1
S n7dn‘z‘n—1(1 + ’Z’)2dn
< Anc(2)"!

IN

se |z| <1, onde A depende apenas de d e c(z) = |z|[{7(1 + |2])?}.

Para |z| suficientemente pequeno, ¢(z) < 1 e concluimos que a série de-
finindo K(z) é uniformemente convergente numa vizinhanga complexa da
origem e portanto x, ¢ analitica em p = 0.

Em seguida, vamos diferenciar x, formalmente k vezes usando (3.28) para
obter

dk dn  2dn dk )
WXP = ; m:zn:—l 1; nanmbwwm(l —p)’). (3.30)

Para obter a diferenciabilidade de x, em I := (0, p.), basta mostrar que
a série acima é uniformemente convergente num intervalo fechado arbitrario
de I. Para isto notemos que

ik( m(l— )b) _ i k m.b m—r(_1>k—r(1_ )b—(k—r)
sy PR =2 b p
e (K k
< =X () o/ -y
r=0
k
m b
= p" 1—p”<+> :
(1—p) P —
onde x, = z!/r!. Logo,
dn  2dn dk .
DS Z”anmbﬂ@m(l—ﬁ))
n>N |m=n—1b=1 P

k dn  2dn
<2d> Snb YT > napmp™ (1 - p)

p(l - p) n>N m=n—1b=1
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- (o2 )kznkaumzn)

p(1—p) n>N

e, portanto, (3.3) implica na convergéncia uniforme de (3.30) em intervalos

fechados de I. A

Observacao 3.3 Um argumento semelhante ao da prova acima, mas usando
o decaimento exponencial da distribui¢ao de |C| (como discutido na Ob-
servagdo 3.2), prova analiticidade de x, em (0,p.). (Vide [8].)
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CAPITULO 3. FASE SUBCRITICA



Capitulo 4

Fase Supercritica: Unicidade
do Aglomerado Infinito

A ergodicidade da medida produto tem como conseqiiéncia que, quase cer-
tamente, existe um aglomerado infinito quando 6(p) > 0.

De fato, o evento de que existe um aglomerado infinito (U, ,«{|C;| =
oo}) ¢ invariante por translagao e portanto trivial sob P,. (O que decorre
também deste evento ser caudal e da Lei 0-1 de Kolmogorov.)

Neste capitulo, a ergodicidade sera explorada para estabelecer um dos
aspectos mais interessantes desta fase, o fato de que o aglomerado infinito é
tnico (quase certamente).

Vamos definir por n a variavel aleatéria que conta o nimero de aglo-
merados infinitos distintos de uma configuracao de 2. 7 é invariante por
translagao (pois translagoes das configuracoes de €2 nao alteram o nimero
de aglomerados infinitos delas) e as medidas P, sao ergddicas, por serem
produto. Portanto, por uma conhecida lei 0-1, n é constante quase certa-
mente. Em principio, 7 pode assumir qualquer valor inteiro, desde 0 até oo.
O resultado principal deste capitulo exclui n > 2.

Teorema 4.1 Qualquer que seja p € [0,1],

Py(n=10)=1 (4.1)
" P(n=1)=1. (4.2)
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O Teorema 4.1 é provado por meio das seguintes proposicoes, devidas res-
pectivamente a Newman e Schulman [15] e Aizenman, Kesten ¢ Newman [6].
A primeira, exclui 2 < 7 < co. A segunda exclui n > 3. (Infelizmente, nao
se pode incluir oo na primeira ou 2 na segunda.)

Proposicao 4.1 Qualquer que seja p € [0,1],

Pn=0)=1 (4.3)
h Pin=1)=1 (4.4)
h Py =o00) =1 (4.5)
Prova

Seja k, a constante tal que P,(n = k,) = 1. Suponha que 1 < k, < 0.
Vamos mostrar que disto se segue que P,(n = 1) > 0, o que implica pela
trivialidade de n que k, = 1.

De fato, denotando por @, o cubo de lado 2n + 1 centrado na origem.,
considere o evento

A,, = {todos os aglomerados infinitos intersectam @), }. (4.6)

Note que A,, depende da configuracao de elos apenas da fronteira de @),, para
fora. Como £k, < oo,

lim P,(A,,n=ky,) =P,(n=~Fk, =1 (4.7)

n—oo

Seja ng tal que P,(A,,) > 0 e considere o evento
By, = {todos os elos interiores de @, estao abertos}. (4.8)

Note que B,,, depende apenas dos elos interiores a (),,, e logo é independente
de A,,.

Finalmente, o evento de que n = 1 contem A,, N B,,. Concluimos da
discussao acima que

Bp(n=1) = Py(Any N Bry) = Py(Ang) Bp(Bny) > 0. A (4.9)
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Proposigao 4.2 Qualquer que seja p € [0,1],
By(n = 3) =0. (4.10)

Deste resultado apresentaremos uma prova diferente da original de Ai-
zenman, Kesten e Newman, mais simples e geral, devida a Burton e Keane
[16]. Ela se vale do argumento geométrico esbogado a seguir.

A ocorréncia de trés aglomerados infinitos disjuntos (e a ergodicidade de
P,) tem como conseqiiéncia a existéncia de uma densidade de pontos triplos
especiais, isto é, sitios ligados por elos disjuntos a trés aglomerados infinitos,
que seriam disjuntos ao se remover os elos incidentes aqueles sitios. Mas
um lema sobre grafos (que serd enunciado abaixo como exercicio) mostra
que dentro de um cubo podem existir um niimero de pontos triplos especiais
apenas da ordem da area da fronteira do cubo. Da contradicao segue o
resultado da proposicao.

Agora enunciamos o lema sobre grafos, em forma de exercicio para o
leitor.

Exercicio
Seja G um grafo conexo com conjunto de sitios S e conjunto de elos E.
Um sitio x em S serd chamado um ponto triplo para G se

i) existirem apenas trés elos de E tocando z e

ii) o grafo G\{z}, em que z é removido de S e os trés elos tocando em x sdo
removidos de E, tem exatamente trés componentes conexos. (Denotare-
mos os conjuntos de sitios destes trés componentes E(z), Fy(x), E3(x)
e os chamaremos de ramos. Veja Figura 4.1.)

a. Suponha que G seja um grafo conexo e que 1, o, . . ., x, sejam pontos
triplos distintos para G. Mostre que para algum i dois dos trés ramos em
x;, digamos Fs(x;) e E3(x;) ndo contém nenhum dos outros pontos triplos
({x1,..., 2, }\{2:}).[Sugestao: indugao em n]

b. Considere o grafo G’ obtido de G e x4, ..., z, do item anterior remo-
vendo-se todos os sitios de E3(z;) e todos os elos tocando estes sitios. Mostre
que {z1,...,z,}\{z;} sao pontos triplos para G'.

c. Suponha que G seja um grafo conexo e que x1,...,x, sejam pontos
triplos distintos de G. Entre os 3n ramos,

Ey(x1), Ex(xy), E3(x1), Ey(22), ..., E3(z,),
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Figura 4.1: = é um ponto triplo

mostre que se pode achar pelo menos n+2 ramos disjuntos.

Prova da Proposicao 4.2
Suponha que P,(n > 3) > 0. Vamos procurar uma contradicao.
Seja o evento
F, = {pelo menos trés aglomerados infinitos abertos distintos
atingem @, _1}.
Note que F,, T {n > 3} quando n T oo, logo existe ng tal que P,(F,,) > 0.

Dados y1,y2,ys trés pontos distintos no interior das faces de 9Q),,, seja o
evento

Foo(y1,92,y3) = {1,792, ys pertencem a aglomerados infinitos distintos

usando apenas elos exteriores a @Q,,'}.
Como Fry C Uy, yos Fro (Y1, Y2, y3), temos que

Py(Fo (Y1, Y2, 93)) > 0 (4.11)

para algum yy, Y2, y3. Dados estes y1, ys, ys, seja & = x(y1, Y2, y3) um ponto do
interior de @),,, com a propriedade de que ha trés caminhos de elos disjuntos
no interior Q,,,% ligando x a y1, ¥, y3 respectivamente. Defina agora o evento

F, (y1,y2,y3) = {os trés caminhos mencionados acima estao abertos,

todos os demais elos do interior de @), estao fechados}.

Lexclui elos com pelo menos uma extremidade em Q,,_;
2@Q,_1 mais os elos com uma extremidade em @Q,,_1
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Y2

n

Ys

Figura 4.2: O evento F), (y1,¥2,¥s3)-

Logo

Py(Frg (Y1, 92, y3) Ny (91, Y2, Y3))
= Py(Fuo (Y1, 42, y3)) Po(Fy (Y1, 42, y3)) > 0,

onde a igualdade segue da independéncia dos eventos (o primeiro depende

apenas de elos exteriores a (,,; 0 segundo, apenas de elos interiores).
Vamos dizer agora que um ponto triplo (segundo a definigdo no exercicio

acima) é um ponto triplo especial se seus ramos sao infinitos. Note que

{#(y1,2,y3) ¢ um ponto triplo especial} D Fo,(y1, Y2, y3) N Fy (Y1, Y2, Y3)-
De toda discussao acima, concluimos que, se P,(n > 3) > 0, entao
P,(x é um ponto triplo especial) > 0. (4.12)

A probabilidade acima nao depende de z, pela invariancia por translacao de
P,. Vamos denoté-la por p. Segue-se que

E,(#{pontos triplos especiais em Q,_1}) = (2n — 1)%p, (4.13)
logo
P,[#(pontos triplos especiais em Q,,_1) > (2n — 1)%p)] > 0 (4.14)
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para todo n (pois, para toda variavel aleatdria integravel X,
P(X > E(X)) > 0).

Por outro lado, é uma conseqiiéncia do exercicio acima que o numero
de pontos triplos especiais em @,_; é inferior a 2d(2n — 1)%~! para toda
configuragao de Q e todo n, o que contradiz (4.14) para n suficientemente
grande. Da contradicao segue o resultado.

Vamos agora argumentar a afirmacao no comeco do paragrafo anterior.
Cada ramo de cada ponto triplo especial (pte) toca um (ou mais) sitios em
alguma face de 9Q,, (2d(2n — 1)471 ¢ o total de sitios em 9Q,,).

Considere os componentes conexos dos pte’s usando apenas elos no in-
terior de @),,. Digamos que cada componente contenha nq,no, ... pte’s cada
(isto é, o i-ésimo componente contem n; pte’s). Logo

déa o total de pte’s em (),,_;. Usando a linguagem do exercicio acima, cada
componente contem n; pontos triplos. Daquele resultado sabemos que po-
demos achar pelo menos n; + 2 ramos distintos dentre as 3n; possibilidades.
Portanto, podemos achar

(m1+2)+(ne+2)+... (4.16)

ramos distintos de todos os pontos triplos. Como cada um toca pelo menos
um ponto das faces de @),,, sera necessario que

nptngt... < (g +2) 4+ (ng+2)+... <2d(2n — 1), (4.17)

como queriamos mostrar. A

A seguir, apresentamos alguns corolarios do Teorema 4.1. Lembramos
que 7,(z,y) é a fungdo de conectividade dos sitios x e y, isto é,

(T, y) = Pz < y).

Corolario 4.1
(z,y) > [0(p)] (4.18)
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O resultado acima tem como conseqiiéncia que, na fase supercritica, a
funcao de conectividade entre dois pontos nao decai quando a distancia entre
eles cresce.

Prova

7,(z,y) > P,(x ey estdo no mesmo aglomerado infinito)
= P(|C] = |Cy| = 00) = By(|Ca| = 00) P (|C, | = 00) = 0(p)*,

onde a primeira igualdade deve-se ao Teorema 4.1 e a ultima desigualdade é

FKG. A
Corolario 4.2 0(p) € continua a esquerda em (pe, 1].

Prova
Vamos construir modelos de percolacao para todo p € [0, 1] acoplados
usando uma familia de varidveis i.i.d. Uniformes em [0,1] {Z,,e € IE"}
declarando um elo e p-aberto se Z. < p (como na prova da monotonicidade
de O(p)). Seja C, o aglomerado da origem com elos p-abertos.
Se m < pentao Cr C Cp e
limf(r) = limP(|C;| = o0)
mlp m1p

= P(Urp{|Cil = 50}).

Queremos mostrar que a tltima probabilidade acima vale 6(p). Conside-
remos entao

0(p) = P(Urcp{|Cx| = 00}) = P(|Cp| = 00,[Cr| <ocoVm <p)  (4.19)

para p > p.. Para concluirmos que a tltima expressao é nula, basta argu-
mentarmos que se |C,| = 0o e o aglomerado infinito p-aberto for tnico, entao
|C| = oo para algum 7w < p.

De fato, nestas condigoes, tome « satisfazendo p. < a < p. Entao,
quase certamente existe um aglomerado infinito a-aberto, I,, que precisa
satisfazer I, C C, (pois do contrédrio haveria dois aglomerados infinitos de
elos p-abertos!).

Logo, existe um caminho finito de elos p-abertos v ligando a origem a I,,.
Como v é finito e cada elo e nele tem Z, < p, entao

p=max{Z, e €y} <p.
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Se 7 for tal que 7 > av e u < 7™ < p, entao I, e v sao m-abertos. Portanto
|Cr| =00. A

O resultado acima, junto com o seguinte (que nao é corolario da unicidade
do aglomerado infinito) nos diz que 6(p) é continua em (p,, 1].

Proposicao 4.3 0(p) € continua a direita.

Prova
Seja A, o evento de que a origem esta ligada a fronteira de S,, por um
caminho aberto. (A,),>1 ¢ uma seqiiéncia decrescente e

Bp(An) 1 6(p)

quando n T oco. P,(A,) ¢ continua em p (pois ¢ um polinémio) e, usando
o modelo padrao do Capitulo 1, é facil ver também que é crescente nesta
variavel. Logo, 0(p) é o limite decrescente de fungdes continuas crescentes.
Um resultado de anélise sobre fungdes semi-continuas inferiores (ou um ar-
gumento direto) nos dé o resultado. A

Observacao 4.1 Como conseqiiéncia dos dois ultimos resultados, temos que
O(p) serd continua em [0,1] se e somente se 6(p.) = 0.

Para o proximo corolario, vamos dizer que ocorre um cruzamento da
esquerda para a direita no cubo @), se houver um caminho de elos abertos
contidos em @, ligando a face esquerda de @),, a sua face direita. Denotemos
por ED, o evento de que tal cruzamento ocorre. FE D, poderia ser visto
como uma versao a volume finito do evento de que ha percolacao. E uma
decorréncia do decaimento exponencial do raio de C' na fase subcritica que
P,(ED,) — 0 quando n — oo neste caso (verifique). O caso supercritico
serd tratado no préoximo resultado.

Corolario 4.3 Se 0(p) > 0, entdo
P(ED,) — 1 (4.20)

quando n — o0.
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Veremos no préximo capitulo que em p = p. um evento similar a ED,
tem probabilidade que nao converge nem para 0 nem para 1 quando n — oo.

Prova
Seja I, o evento de que algum sitio de (),,, estd num aglomerado infinito.
Dado € > 0, escolha m grande o suficiente para que

Py(I,) >1—¢ (4.21)

(isto é possivel pela discussao nos primeiros paragrafos do capitulo).
Temos que, para n > m

Iy C UM {Qm < Frem @}, (4.22)

onde Fi, ..., Fy sao as faces de @,.
Logo

L= By(ln) 2 1= B (U {Qn  FiemQu))
= P (" {Qu = FremQ,))
> 1= Py (Qn = FemQu)*, (1.23)

onde F' € {F},..., Fy} e a ultima desigualdade segue de FKG pelo fato de
que os eventos na interseccao sao decrescentes e também do fato que estes

eventos tém a mesma probabilidade (vide prova do Lema 5.1 na pédgina 46).
De (4.21) e (4.23), temos que

P, (Qn < Fem@,) > 1 — ¢/ (4.24)

Sejam F, e F,; as faces esquerda e direita de (), respectivamente. Por
FKG e (4.24),

By({Qm = FoemQ,} N {Qun < Frem@,}) > (1 — /212 (4.25)

Seja agora A,,, o evento de que ha 2 sitios em 0@, em 2 aglomerados
abertos disjuntos, ambos tocando 0Q),,. Temos que A,,,, C Apnt1 € Amn |
A,, quando n T oo, onde A,, é o evento de que ha 2 aglomerados abertos
infinitos disjuntos tocando @,,.

Em conclusao

P,(Apmn) — Py(An) =0 (4.26)



44 CAPITULO 4. FASE SUPERCRITICA

@m

L

@n

Figura 4.3: O evento A4,,,

quando n — oo e portanto, de

Py(EDy) 2 (1= €22 — Py(Ann), (4.27)
que decorre de
{Qm <= Foem Q,} N {Qm < FaemQ,} C ED,, U A,y 1, (4.28)
temos
liminf P,(ED,) > (1 — €'/*")? (4.29)

e o resultado segue de € ser arbitrario. A



Capitulo 5

O Modelo em 2 Dimensoes:
Dualidade

Neste capitulo e no préximo, vamos tratar do que ocorre em p = p.. Em
2 dimensoes, objeto deste capitulo, a auto-dualidade da rede Z* permite
mostrar que p. = 1/2 e O(p.) = 0, o que estabelece a continuidade de (p)
em todo o intervalo [0, 1]. Além da dualidade da rede bidimensional, outros
ingredientes da prova sao o decaimento exponencial da distribuicao do raio de
C em p < p. (Teorema 3.1) e a unicidade do aglomerado infinito em 6(p) > 0
(Teorema 4.1).

Consideremos de novo, como na demonstragao da Proposigao 1.2.2 (na
pagina 6), a rede bidimensional dual de Z?,

Z° = 7%+ {1/2,1/2}.

Z? é isomorfa a Z* (por isto dizemos que Z? é auto-dual). Este fato é crucial
para o que se segue. Outro fato crucial, que ja usamos na demonstracao da
Proposicao 1.2.2, é a seguinte propriedade geométrica de Z>.

Proposicao 5.1 Seja G um subgrafo conexo finito de Z*. Existe wm tnico
circuito I' de ZZ* contendo G com a propriedade de que todo elo de T' cruza
um elo de AG, a fronteira de G (isto é, os elos de Z*\G que incidem em
pelo menos um sitio de G ).

45
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Teorema 5.1 Em duas dimensoes,

pe=1/2 e O(p.) =0.
O Teorema 5.1 sera provado por meio dos dois seguintes lemas.

Lema 5.1 Em duas dimensaes,

0(1/2) = 0.

Observacao 5.1 FEste resultado tem a conseqiéncia imediata que em di-
mensao 2
pe > 1/2.

Lema 5.2 Em duas dimensoes,

pe < 1/2.

A heuristica para a validade do primeiro lema é que, se 6(1/2) > 0, entao
teremos um aglomerado infinito aberto em Z? e um aglomerado infinito
fechado em Z2. Os dois aglomerados ndo podem se tocar (lembre que os
elos de Z?* tém o mesmo status que os respectivos elos secantes de Z? —
vide a demonstracao da Proposicdo 1.2.2 na pagina 6) e Z? é pequeno demais
para isto.

Para o segundo lema, a heuristica é que em p < p., ha apenas aglomerados
abertos finitos (ilhas) em Z* num mar de elos fechados do dual. Presumi-
velmente estes formam um aglomerado infinito. Logo, 1 —p > p. sempre que
p < pe, 0 que implica no resultado do lema.

Prova do Lema 5.1
O argumento, nao publicado, é de Y. Zhang. Usaremos o truque da raiz
quadrada de Cox & Durrett (ja usado no capitulo anterior na demonstragao
do Corolario 4.3): Se
A, o AL
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forem eventos crescentes de mesma probabilidade entao
L= By(UZ, A7) = BN, A9 > [1— By(A)]™,
onde a desigualdade é FKG. Logo
Py(Ar) 2 1= [L = By (U Ap))™.
Suponha que
6(1/2) > 0. (5.1)

Seja A¢ o evento de que algum sitio do lado esquerdo de T;, = [0,n]?
esteja num aglomerado aberto infinito de Z? sem usar outros sitios de T),.
Defina A%, A¢ e A similarmente substituindo lado esquerdo por lado direito,
lado de cima e lado de baixo, respectivamente.

Como conseqiiéncia de (5.1)

Py j5(existir um aglomerado aberto infinito) = 1
de onde concluimos que
Pp(ASUATUASUAY) — 1

quando n — oo.
Pelo truque da raiz quadrada,

Pyjp(Ay) — 1 (5.2)

quando n — oo para u = e, d, ¢, b.
Escolhamos N tal que

Pa(A%) > 7/8 e Pip(A% ) >7/8 (5.3)

para u = e,d, c,b.

Na rede dual, sejam A$(n) o evento de que algum sitio do lado esquerdo
de T = [0,n — 1] + (1/2,1/2) esteja num aglomerado fechado infinito de Z2
sem usar outros sitios de T* e A%(n), A%(n) e A%(n) similarmente definidos
substituindo lado esquerdo por lado direito, lado de cima e lado de baixo,
respectivamente.

Temos

PuaAU(N)) = Pypa(A_y) > T/8. (5.4)
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Considere
A= A5 N AN AS(N) N AL(N).

Note que, em A, se houver apenas um aglomerado infinito aberto em Z?* e
apenas um aglomerado infinito fechado em Z? entdo os caminhos abertos
infinitos a esquerda e a direita de Ty devem se ligar por elos abertos por
dentro de Ty pois por fora os caminhos infinitos fechados acima e abaixo
de T3 bloqueiam a passagem. Similarmente, os caminhos infinitos fechados
acima e abaixo de TR, devem se ligar por elos fechados por dentro de Ty. Mas
neste caso, as ligagoes por dentro de Ty e T devem se cruzar, o que é im-
possivel. Logo, em A hé dois aglomerados infinitos abertos disjuntos em Z*
ou dois aglomerados infinitos fechados disjuntos em Z?2 (veja a Figura 5.1).
Concluimos do Teorema 4.1 que

P,(A) = 0. (5.5)
Por outro lado

Pyys(A9) < Pipl(AR)] + Pusl(A0) ] + Pral(AS(N))] + Puyaf(AL(N))1]

<
< 1/2

por (5.3) e (5.4).Logo, P,(A) > 1/2, em contradicao com (5.5), o que prova
olema. A

Prova do Lema 5.2

Vamos mostrar que, se p < p., entao existe um aglomerado fechado infi-
nito no dual com probabilidade positiva, o que implica que 1 —p > p., o que
por sua vez produz o resultado do lema.

Se p < p., entao do Corolério 3.1 temos que

Xp = i P,(|C] > n) < oo. (5.6)

n=1

Seja M um inteiro positivo e

Ay = {Existe um caminho aberto m em Z? ligando algum sitio da forma
(k,0) com k < 0 a algum outro da forma (1,0) com [ > M com a
propriedade de que todos os elos de 7, a nao ser os extremos,

estao acima do eixo horizontal}
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Figura 5.1: Os sitios a e b estdo em aglomerados abertos infinitos de Z*\Ty e
os sitios = e y estdo em aglomerados fechados infinitos de Z2\T. Se houver
um unico aglomerado aberto infinito, entao existe um caminho aberto 7
ligando a a b, e entao os aglomerados infinitos fechados em z e y sao disjuntos.

Figura 5.2: Um esbogo do evento Ay,
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PP(AM) < Pp<
l

[cs

{(k,0) < (I,0) para algum k < O})

< i P,((k,0) < (1,0) para algum k < 0)
I=M

= i P,((0,0) < (k —1{,0) para algum k < 0)
I=M

= i P,((0,0) < (I +m,0) para algum m > 0)
I=M

< S B0z,
I=M

(5.6) nos permite escolher M tal que

P,(Ay) < 1/2. (5.7)

Seja agora
L={(m+1/2,1/2): =1 <m < M}.

Denote por C'(L) o conjunto de sitios do dual conectados a L por caminhos
fechados do dual.

Se |C(L)| < oo, entdo existe um circuito aberto no dual de Z?, isto é
Z*, ao redor de C(L) (pela Proposicdo 5.1). Logo deve haver um caminho
aberto em Z? ligando sitios do tipo (k,0) com k& < 0 e (1,0) com | > M
inteiramente no semiplano superior. Entao

P,(|C(L)| < 00) < P,(Apn) < 1/2. (5.8)

Portanto P,(|C(L)| = co) > 1/2. Mas ent@o pelo menos um sitio de L tem
que estar num aglomerado fechado infinito. De onde se conclui que

1
P,(0, estd num aglomerado fechado infinito) > mPp(|C (L)] = o0)
S 1
- 2(M+1)

e o lema estd provado. A
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Figura 5.3: S5 e seu dual S

A seguir apresentaremos uma outra prova do mesmo lema que tem um
interessante subproduto.

Outra prova do Lema 5.2
Considere os seguintes conjuntos de sitios

A, = {2eZ?:0<2<n+1,0<2,<n}
A= {r+(1/2,1/2), € Z*:0< 2, <n, =1 < a5 <n},

os subgrafos

Sn, =N\, U {elos vizinhos mais préximos de A,, exceto
(x,y) comz; =y =00uwzy =y =n—+1}
Sr=A> U {elos vizinhos mais préximos de A’ exceto

(x,y) com x93 =y, = —1 ou x2:y2:n}

e os eventos A, de que existe um caminho aberto em S, ligando seu lado
esquerdo a seu lado direito e A} de que existe um caminho fechado em S}
ligando seu lado de baixo a seu lado de cima.
Temos que
A, NA =10 (5.9)
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Figura 5.4: Tlustracao do fato de que se nao ha caminhos abertos atravessando
Sy, da esquerda para a direita, entao ha um caminho fechado cruzando S} de
cima para baixo.

pois senao havera um cruzamento entre caminho aberto em S,, com caminho
fechado de S}, o que é impossivel.
Por outro lado

A UAL =Q. (5.10)

De fato, suponha que A, nao ocorre. Seja D o conjunto de sitios de .S,
alcancados da face esquerda junto com os elos ligando tais sitios. Por uma
variante da Proposicio 5.1, existe um caminho em Z2 cruzando Sy de cima
a baixo secante apenas a elos de S,, contidos na fronteira de D. Logo este
caminho sera fechado e A’ ocorre (veja Figura 5.4).

De (5.9) e (5.10)

P,(A,) + P,(4;) = 1. (5.11)
Mas P,(Af) = Pi_,(Ay). Logo
Pija(An) =1/2 (5.12)

(para todo n).

Mas se p. > 1/2, entdao P;/3(A,) — 0 quando n — oo (por uma vari-
ante do argumento que diz que P,(ED,) — 0 quando n — oo se p < p,
mencionado no capitulo anterior).
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A contradicao prova o lema. A

O subproduto interessante desta prova a que se aludiu acima é o fato de
que Pyj5(A,) = 1/2 independentemente de n. Pode-se argumentar (faca-o)
como para ED, que

P,(A,) —0 ou 1

quando n — oo conforme p < p. ou p > p. respectivamente.
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Capitulo 6

Continuidade no Ponto Critico:
Renormalizacao

Neste ultimo capitulo trataremos de forma pincelada de um método de ataque
ao problema de se provar a continuidade de 6(p) em p. em mais dimensoes do
que duas. Neste caso, nao temos nem a auto-dualidade da rede hiperciibica
nem conhecemos (ou esperamos algum dia conhecer) o valor exato de p..
Ambos conhecimentos foram tteis em d = 2 (Capitulo 5).

A idéia sera relacionar a ocorréncia de percolagdo a um evento em vo-
lume finito, cuja probabilidade, sendo continua (pois as probabilidades de
todos tais eventos sdo polindmios em p), nos permitird concluir que, se ha
percolacao para p, entao ha também para p — € com € > 0 suficientemente
pequeno.

O método é chamado de renormalizacao. A versao a ser esbocada, que
chamaremos renormalizagao estdtica, nao foi ainda realizada com rigor em
modelos de percolagao (uma prova para a Proposi¢ao 6.2 abaixo ainda nao
foi feita), mas técnicas de renormalizacdo dindmica muito similares foram
aplicadas com sucesso para percolacdo em semi-espacos de Z¢, d > 3 [7]. O
problema da continuidade no ponto critico em Z¢ inteiro permanece aberto
para valores intermediarios de d entre 2 e dy, este ultimo o menor valor para
o qual Hara e Slade [17] podem aplicar sua expansdo em lagos e obter a
continuidade a partir dai, entre outros resultados (dy estava em 19 segundo
as ultimas noticias, mas nao se espera que possa vir abaixo de 7).

Para 0 < K < L, considere a particdo de Z? em cubos concéntricos de
lado 2K e 2L como na figura abaixo e seja Ay 1 o evento de que existe um
caminho aberto dentro dos dois cubos grandes conectando a superficie dos

95
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—L -K 0 K L 2L 3L

Figura 6.1: O evento Ak 1,
dois cubos menores (vide Figura 6.1).
Para garantir interconexao, precisamos intersectar A, ; com outro evento
By, = By, N B3
K, L — PK,L K,L>

em que B}CL, 1 = 1,2, é o evento de que todos os sitios do cubo menor
i, que estiverem ligados por caminhos abertos a fronteira do cubo grande
respectivo, estarao conectados entre si por caminhos abertos dentro do cubo
grande.

Seja AK,L = AK,L N BK,L‘

Proposicio 6.1 Seja Ry, = P,(Ax ). Eviste \* € (0,1) tal que se (para
algum 0 < K <L e0<p<1)Rgr(p) >\, entao 6(p) > 0.

Um argumento para a validade deste resultado sera esbocado adiante.
Proposicao 6.2 (Conjectura) Se, para algum p’ € (0,1), 0(p') > 0, entao

sup liminf Py (Ak ) = 1. (6.1)
K Lo ’

Teorema 6.1 Se a Proposi¢ao 6.2 conjecturada for verdadeira, entdo

0(p.) = 0.
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Prova do teorema.
Primeiro mostraremos que a Proposicao 6.2 conjecturada implica que se
6(p') > 0, entao
supliminf Ry 1 (p') = 1 (6.2)
K L—oo
(portanto Rk r(p') > A* para algum K e L).
De fato, para cada K fixo,
Lh_rf(}o Pp/<B§<,L) =1
para ¢ = 1,2, pois de outra forma haveria probabilidade positiva de que 2
sitios do cubo menor estivessem em aglomerados infinitos disjuntos. Logo

Lhm Pp/(BK,L) =1
do que se conclui que

lim Pp/(AK,L) = lim Pp’(AK,L> =1.
L—oo L—oo
Agora suponha que, para algum p’, 6(p') > 0. Pelo argumento acima
podemos escolher Ky e Ly tais que Ry, 1,(p") > A*. Mas Rk, ,(p) ¢ um
polinomio em p. Logo
RKO,LO(p/ — 6) >\

para algum € positivo. Pela Proposigao 6.1
6(p' —¢€) > 0.

Temos portanto que 0(p') > 0 implica que §(p’ —€) > 0 para algum € > 0.
Logo 6(p.) nao pode ser positivo, pois isto implicaria em 6(p) positivo para
algum p < p., o que contradiz a definicao de p.. A

(Esbogo de) Prova da Proposicao 6.1 (em d = 3).

Considere uma rede renormalizada isomérfica a Z? na qual cada sitio
corresponde a um cubo 2L x 2L x 2L em Z?*, como na Figura 6.2. Declare
um elo renormalizado aberto se /~le (e) ocorrer.

Teremos entao um modelo de percolacao dependente na rede renormali-
zada com uma medida de probabilidade Pp tal que

P,(e estd aberto) = Ry r..
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Figura 6.2: Parte da rede Z* renormalizada.

Precisamos mostrar que existe A* € (0, 1) tal que se Ry 1 for maior do
que \*, entao percolagao dependente ocorre na rede renormalizada. Se isto
ocorrer, obviamente percolagao independente ocorrerd na rede original.

A prova de que percolacio dependente ocorre em Z? renormalizada pode
ser feita pelo mesmo argumento de Peierls na prova da Proposigao 1.2.2 (a
partir dos circuitos nos elos duais de ZZ 2) com a unica pequena modificacao
de que a medida nos elos nao é mais independente, mas apenas localmente
dependente. Deixamos os detalhes para o leitor. A



Apeéendice A
Prova a um lema do Capitulo 3

Neste apéndice, provaremos o Lema 3.3 a partir de (3.8). Isto é, queremos
mostrar que para p < p., existe uma constante J(p) tal que

gp(n) < d(p)n~'72 (A1)
a partir de

n

ga(n) < gg(n)exp |(B—a) — (B8 — a)m ;

(A.2)

para 0 < a < 3 < p.. Além de (A.2), os unicos fatos requeridos pelo
argumento sao

0 < gp(n) < 1 para todo n e p € [0, p.),
gp(n) é ndo-decrescente em p para todo p € [0, p.),
gp(n) é nao-crescente em n para todo p € [0, p.) e

gp(n) = 0 quandon — oo e p € [0,p.).

Prova de (A.1)

Reproduzimos o argumento em [8]. Vamos primeiro escolher uma sub-
seqiiéncia nq,ng, ... ao longo da qual g,(n) converge a 0 bastante rapido. A
seguir, fechamos as lacunas.

Fixemos < p. e um inteiro positivo n. Sejam « tal que 0 < o < (e
n’ > n. Adiante escolheremos « e n’ explicitamente em termos de (3.

29
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De (A.2),
ga(n') < ga(n)exp <1 — m)
< gs(n)exp (1 - %) A7)

pois n < n'/. Queremos escrever o expoente em termos de gg(n) e para isto
escolheremos n’ apropriadamente. Vamos quebrar a soma em duas partes,
para i <n e i >n. Usando (A.5), temos

’

Sasli) < {ngs(0) + n'gs(n)}
< 3gs(n)

se n’ > nlgs(n)~t]. Vamos definir agora

S |=
VAN

w = nys(n) (A8)

onde v5(n) = |gs(n)~!] e deduzir de (A.7) que

ga(n') < gg(n)exp (1 — fgﬁ;g) ) (A.9)

Escolhemos a seguir « fazendo

B —a=3gs(n){1 —loggs(n)}. (A.10)

De (A.6) temos 0 < o < 3 se n for escolhido bastante grande.
De (A.9) temos
ga(n') < gs(n)?. (A.11)
Usaremos esta conclusao recursivamente a seguir. Mostramos até agora que,
para 3 < p. existe ng((3) tal que (A.11) vale sempre que n > ng(3) e a e n/
forem dados por (A.10) e (A.8) respectivamente.

Fixemos agora p < p. e escolhamos 7 tal que p < m < p.. Construi-
mos agora seqiiéncias (p;, ¢ > 0) de probabilidades e (n;, i > 0) de intei-
ros. Facamos py = 7 e deixemos ny para mais tarde. Tendo encontrado
Do, P1s - -+, Pi € Ng, N1, ...,N;, definimos

Ni+1 = NY € Pi — Pit1 = 39i(1 - 10g9i) (A.12)
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onde g; = g,.(n;) e v; = |g; |- Note que n; < nipq e pi > pit1-

A recursdo em (A.12) é vélida enquanto p;y1 > 0 e este serd o caso se
ng for escolhido suficientemente grande. Para ver isto, argumentamos da
seguinte forma. Da definicao de pg,...,p; e ng,...,n; e da discussao que
levou a (A.11) temos

g < g (A.13)

para j = 0,1,...,i — 1. Se uma seqiiéncia de numeros reais (z;, j > 0)
satisfizer 0 < zp < 1, xj11 = x? para j > 0, entao é facil de ver que

s(xo) = 3z;(1 —logz;) < oo
=0

e que s(rg) — 0 quando zy — 0. Podemos entdo tomar z, pequeno o
suficiente para que
$(xg) ST —p (A.14)

¢ depois tomar ng grande o suficiente para que gy = gr(ng) < zg. Agora
h(z) = 3x(1—log z) é uma fungao crescente em [0, 2|, 0 que junto com (A.12)
e (A.13) implica

Piv1 = Di — 3gi(1 —log g;)

= 71— 3g;(1 —logg;)

=0

> 71— 3z;(1—logz;)
=0

= p

por (A.14).
Desta forma, escolhendo mng convenientemente, teremos p;;; > 0 para
todo @ e também

p = lim p;

1—00

satisfazendo p > p. Vamos supor que nq foi escolhido da forma adequada.
Temos entao a recursao (A.12) vélida e p > p. De (A.12) e (A.13) temos

Nk = NoYV1 - - - Vk—1
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para k >1e
9/%—1 = Gr-19k—1
< Gkagia <
< Gk-1Gk-2--- G194
< (Ve—1Ve—2---70) 9o

= &ngt, (A.15)

onde d = nggo.

O argumento esta basicamente terminado. Sejan > ny. Seja k um inteiro
tal que ny_1 < n < ng, o que é possivel pois g — 0 quando £ — oo e logo
ni_1 < ng para todo k bastante grande. Entao

gp(n) < gy, (ng—1)  pois p < Py
Jk—1
5n,;1/2 por (A.15)

on~Y2  pois n < ny,

IA A

como queriamos. Isto vale para n > ng. Ajustando a constante, temos a
desigualdade para todo n. A
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